Continuidade e Limites de Funcoes Complexas

Defini¢do (Cauchy): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é continua
no ponto 2, € Dy se satisfaz a condigao

V=0 Jes0 12 € Be(ZO) M Df = f(z) € Bé(f(z()))

ou \V/5>() 35>0V26Df X |Z — Z()| < €= |f(Z) — f(Zo)‘ <0

Defini¢do (Heine): Seja f: Dy C C — C. Diz-se que f é continua no
ponto z; € Dy se satisfaz a condigdo

v{zn}ch t2n = 20 = f(20) = f(20)

Teorema: As definicGes de continuidade a Heine e a Cauchy s3o

equivalentes.




Proposi¢do: Seja f: Dy C C — C dada por

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Entdo, f é continua no ponto zy = xy + iyy € Dy se e s6 se u(x,y) e
v(x,y) sdo continuas em (g, yo) (no sentido de R?).

Proposi¢ao: Sejam f: Dy C C — C, g: D, C C — C fungdes continuas
no ponto zgp € Dy N D,. Entdo, sdo continuas em zj as fungdes

e [ty
e f-yg

. g (g(z0) #0).

Se h: D;, C C — C é continua em f(zy) € D}, entdo também é continua
em zp a composta h o f.




Definicdo (Cauchy): Seja f: Dy C C — C e 2y um ponto aderente ao
dominio de f, 29 € D;. Diz-se que o limite da funcdo f quando 2
tende para z; é L € C, e escreve-se

lim f(z) =L,

2—2(

se satisfaz a condicao
Vs=0 Jesp @ 2 € BE(Z()) M Df = f(Z) c B(;(L),

ou
\V/5>0 Elg>0vz€Df : ’Z — Z()| < e = |f(Z) — L‘ < 0.

No caso de zy ou L serem infinitos, usam-se exteriores de bolas centradas
na origem como vizinhangas de 0o, na definicao anterior.

Definicdo (Heine): Seja f: Dy C C — C e 2y um ponto aderente ao
dominio de f, zy € D;. Diz-se que o limite da funcdo f quando 2
tende para z; é L € C, e escreve-se

lim f(z) =L,

220

se satisfaz a condicao

Vis}cD, @ #n = 20 = f(zn) — L




Teorema: As definices de limite a Heine e a Cauchy s3o equivalentes e as
mesmas que em R2. Quando existe, o limite é tnico.

Teorema: Seja f: Dy C C — C e zy um ponto do dominio de f,

2y € Dy. Entdo o limite lim,_,., f(z) = L existe se e sé se f é continua
em zpe L = f(2).

Proposicao: Seja f: D; C C — C dada por

f(z) = flz +iy) = ulz,y) +iv(z, y)
e 2y = Ty + 1Yo um ponto aderente ao dominio de f, zy € D_f Ent3o,

lim f(z) =L =a-+ib,
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se e sO se

lim  u(z,y) =a e lim  v(x,y) =0,
(@,y)—=(20.y0) (@) (@,y)—=(20:y0) (@)

no sentido de R2,




Proposicdo: Sejam f: D;CC—C,g: D, CC—Cez € D;ND,.
Entdo, se existem os limites lim._,., f(2) = L; e lim,_,., g(2) = Lo,
existem também

® 11m2_>20f:I:g = Ll :|:L2

. hmz—)zof 9= Ly Ly

. f Ly
o | g = L 0),
fm =7, {70

com os cuidados devidos para as situacoes de limites infinitos e possiveis
indeterminacoes.




Diferenciabilidade Complexa

Definicdo: Seja f: Dy CC — Ce 2y €intDs. Diz-se que f é
diferenciavel, ou tem derivada, no sentido complexo em z; se
existe o limite

L f(z) = f(20) — m flzo+h) — f(Zo).
=2 2 — 2 h—0 h
o . , df
Quando este limite existe o seu valor designa-se por f'(zy) ou d—(zo).
2

Diz-se que f é holomorfa, ou analitica num ponto z; se f for
diferenciavel em todos os pontos duma bola centrada em z.

Diz-se que f é inteira se Dy = C e se f ¢ diferencidvel em todos os
pontos z € C.

Teorema: Seja f: Dy CC — Cez €intD;. Entdo, se f ¢ diferenciavel

em zp = f € continua em 2.




Proposi¢ao: Sejam f: Dy C C = C, g: D, C C — C diferencidveis em
2o € intDy NintD,. Entdo

o (f£9)(20)=f'(20) £ g'(20)
e (f-9)(20) = f"(20) - g(20) + f(20) - 9'(20)

(1 ’ Ly — 4 (20)9(z0) — [(20)9'(20)
(5) @ FEnE

g
ese h: D, C C— C édiferenciavel em w = f(z;) € intDy,

(ho f)/(zo) = h’(f(%)) ' f’(Zo)-

(9(z0) # 0),




